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Partie 2: Systemes a plusieurs DDL.

Application 10

Vibrations libres Non Amortis

Formulation des équations et calcul des
valeurs et vecteurs propres
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Objectif

Le but de cette application est de :

L)

“* Formuler les équations du mouvement d’un
systeme a plusieurs DDL.

< Calculer les matrices masse, rigidite et
amortissement d’'un SPDDL

L)

+» Calculer les frequences et modes propres de
vibration

© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Exemple 1

On donne le modéle suivant montré en figure ci-dessous. On vous demande

2 p o PalY 2
1 ——p K L ks
?_\/\/\N\N\/— it |_—_ m; _\/\N\AlM —/
? c; — O O o |l //

i) Déterminer les matrices (M| , [K]| et [C|] en passant par les équations de
mouvement.

if) Pour le cas particulier, ki=k,=k;=k ; m;=m,=m et c,=c,=c3=0, calculer les
fréquences et modes de vibration du systeme.
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Solution

(Voir chapitre 8 §2) Equations de mouvement ?

» Systéme a plusieurs DDL : Mouvement est décrit par plusieurs
variables (déplacements ou rotations)

» Systeme d’équations différentielles

» Le nombre de DDL est égal au nombre des composants de
déplacements requis pour exprimer les forces d’inertie

» On utilise la notion de nceud.
» Les nceuds possédent une (ou plusieurs) masse(s)
» En général, un nceud a 06 DDL (03 translations et 03 rotations).

» Le nombre total de DDL de la structure = Nbr Noeud x 6
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Solution

Elément poutre ?

2D

u; N(Blldj u;
Neudi ——
Bzi N Hzi
"Vi Vj
» 06 DDL (03 translations et 03 > 03 DDL (02 translations et 01

rotations) / nceud. rotation) / nceud.
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Solution

i) Déterminer les matrices [M] , [K] et [C] en passant par les équations de mouvement

? . Pi(t) Pyt ?
/ 1 e &, L k& /
?_\/\/\N\[\/\/— my |—— my _\A/WW\/_/
7K o . ( 1

Systéeme a 02 DDL

Isolons chaque mass a part
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fer te fe fes

On applique la 2¢me |oi de Newton pour chaque masse

Masse 1 : fu=myiy(@) =p1(t) —fru—Faat+fizt fe2
Masse 2 : fiz=myi,(8) =p2(&) — fro— fea t frz+ fes (1)

Les forces élastiques sont proportionnelles aux extensions des ressorts (a ne pas confondre avec
déplacements) dans le cas élastique linéaire.

Les forces d’amortissement sont proportionnelles aux différences de vitesses des amortisseurs (a
ne pas confondre avec vitesses) dans le cas élastique linéaire.
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Equation du mouvement k1 £ —> f, = _ f P, (D)
G — — 2 My .
1 G f —
Soit 3 — . o
¢ c2
fud ki fit fz k2 fro fra ks fis
T MWIWN—— W T WWW—
fi1_kie frz _kze; frs _kses
€1 = U €, = Uy —Uq €3 = 7%— Uy (2)
fr1=kiuw frz = kauz — kz uy fiz = —ksu,

De méme pour les forces d’amortissements

f
fer C1 I_I fes . feo C2|_| feo , fos C3|—I c3 :
— L > — i -— il
fcl = Clél ch = C2é2 fCB _ C3€3
é1:u1 é2=i12—i£1 é3:.3_u2 (3)
fcl — C1u1 fc2 - Czuz o Czil1 fcg — —Cgilz
Les forces d’inertie fu=mqiy et fiz = myii, (4)
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Solution k1l

f, f. t
«— £ > - = 2O
G, —l e 2 M
N - e T
¢ c2

En remplacant dans la 2¢™e |oi de Newton pour chaque masse

Masse 1 : fu=mu,(&) =p1(t) —frau—Ffat+fizt+fe ()
Masse 2 : fiz=myit,(t) = p(t) — fro— fea + frz + fe3
Masse 1: my (&) + fra+ fer— Frz — Fez = P1(D

Masse 2 :

myit,(t) + fro+ feo — fra — fez = P2(0)

Masse 1: m4 ul(t) + k1 u; + Clill — (kz Up; — kz ul) — (Czilz — Czul) = pl(t)

Masse 2 : m, i, (t) + (k; uz — ka uy) + (catt; — coity) — (—ks uz) — (—csily) = p(t)

Masse 1 : m4 ul(t) + (Cl + Cz) ill — Czuz + (kl + kz) u; — kz Uy = pl(t)

Masse 2 . Mm, uz(t) — Czill als (CZ + Cg) ilz — kz u, + (kz + kg) Uy = pz(t)

=
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fk2 fk3

f ﬁ
Solution «—— _f 0 R pa(t)
— ml D e : m2
cl ch o fc3

Masse 1 . my ul(t) + (C1 + Cz) ill - Czilz + (kl + kz) U — kz U, = pl(t)

Masse 2 . my uz(t) - Czill + (Cz + C3) ilz - kz u, + (kz + kg) Uy = pz(t)
Sous forme matricielle, on aura:

[ml 0 ] {ul} + [Cl + Cz _Cz ] {ul

O mz ﬁz _C2 Cz + C3 u

2

R R [ B
MU} + [C{U} + [K{U} = {P(t)}

{U} _ {u1} Vect’eyr
iy accélération

Soit

Avec
M] = [Tgl rg ] Matrice masse
2 .
' u .
[C] = [Cl T G {U} = {ul} Vecteur vitesse

] Matrice amortissement
—Cy Co + C3

Uq Vecteur
W} = {uz} déplacement
(t)
(P(D)} = {Pl } Vecteur force

p,(t)) extérieure
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] Matrice rigidité



Solution

ii) Pour le cas particulier, k1=k2=k3=k ; m1=m2=m et C1=C2=C3=0, calculer les fréquences
et modes de vibration du systéme.

Calcul des fréquences et modes propres de vibration ?
QIgs points

Négliger 'amortissement
Force extérieure nulle
Structure idéale (Théorique). Elle vibre indéfiniment.

En réalité, toute structure a un systeme de frottement pour I’amortir
dans le temps.

Vibration qui dépend de la distribution des masses, de la loi charge-
déplacement et de la maniére dont la vibration est produite initialement.

Y V VY V

Y

» On peut imposer des Cl non nulles de tel sorte a faire vibrer la structure
selon un quelconque mode normal.

» Dans chaque mode normal, propre ou naturel, chaque point de la
structure exécute un mouvement sinusoidale autour de sa position
d’équilibre.
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» Lorsque tous les points atteignent leur maximum, la déformée caractérise un
mode normal de vibration.

» La fréquence la plus petite est appelée fréquence fondamentale.

» En théorie, les problémes seront résolus en considérant le principe de
superposition des modes normaux.

» Les modes normaux sont la base de la résolution des systémes forcés.
» Le nombre de mode propre sera égale au nombre total des DDL.

» Tous les points passent simultanément par une position d’équilibre et par
leur amplitude maximale.

» La fréquence de vibration est donc la méme pour tous les points de la
structure (fréquence propre au mode considéreé)

Ainsi, le mouvement libre non amorti n’est utile que pour la
détermination des caractéristiques propres du systeme:

Pulsations et modes
propres de vibration
02 méthodes pour les calculer:

% Méthode de la matrice de rigidité
<» Méthode de la matrice de flexibilite ., ... ucevoune FrTiemeen




Méthode de la matrice de rigidite

MU+CU+KU=P(t)

Pour les mouvements libre non amorti, on aura:

MU+KU=0

(5)

Une solution particuliere de ce systeme est (voir les S1DDL) :

(ui(t)=¢, cos(wt + )
u()=¢, cos(wt + @)

\u, ()=, C(;s(wt + @)/

En remplacant dans (5), on aura:

-

(ki — mpw?) g+ kpgy + -+ kyyp, = 0
ko191 + (kzz— mp0* )y + - + koypp, = 0

ki1 + ki, + - (kii_. m;w? );.. +kipd, =0

kknlqbl + kn2¢2 + et (knn_ mnw2)¢n =0

\

J

(ii;(1)= — ¢p1 w? cos(wt + @)
i At)= — ¢p, w? cos(wt + @)

ui(t)=e; CO:S(“’t +¢)( (6 Dou: U= Ui(t)= — ¢iw2: cos(wt + @) - (0

\ii,(1)= — ¢, w? cos(wt + @)/

-~

(8)
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Méthode de la matrice de rigidité

Sous forme matricielle: (K — w*M){¢p} =0 (9)
Comme. {¢} = 0, il en résulte que le systéme aura une solution non

trivial si :
det|K — w?M| = 0 (10)

« M » et « K » sont définies positives, d’ou I’équation (10) admet « n »
racines réelles « w; ».

En posant « 1 = w? », (10) s’écrit : p(1) = 0 appelée équation
caractéristiques, polynéme de degreé « n ».
« n » solutions « w; » appelées pulsations propres.

Et fi= % fréquences propres

MH< << << A,
Ou:

(11)
W< <w3 < - <w; < ..Wy
La plus petite «w, » est appelée pulsation fondamentale.

w y y
Et «f, = - » est appelée fréquence fondamentale.
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Méthode de la matrice de rigidité

(K — w*M){¢p} =0 (9)

En remplacant chaque valeur de « w; » dans (9), on trouvera un
vecteur {¢;} définissant une forme d’oscillation.

Le couple «w;, {¢;} » est appelé mode propre ou normal de vibration.

Ainsi pour « ®; », on aura:

(k11— mw?) py+ kipdy + -+ kinpp =0 )

ki1 + (kzz— mpw?) gy + -+ + konpp = 0

3 , ‘ , | (12)
kiypy + kizpy + - (k- mwi ). +kipnp, =0

\knl(pl + kn2¢2 + et (knn_ mnwi2)¢n =0 J

Puisque le déterminant (10) est nul, det|K — w*M| = 0, il s’en suit que le
systéme (12) admet seulement « n-1 » équations actives (Une des équations
ne rapporte rien).

Dans ce cas, {¢;} ne peut étre déterminé que sous forme de rapport. 0

Exemple, on suppose que ¢;; = 1 et on calcule les autres composantes en bp i = k

fonction de ¢;, ! ¢(l)
max

Généralement, on choisit la plus grande valeur des composantes de {¢i} et
on exprime les autres composantes par rapport a cette valeur.
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Méthode de la matrice de rigidité

Ala fin, on obtient 02 matrices (objectif du mouvement libre non amorti)

Matrice spectrale Matrice Modale

24 02 w0 . 0] b B e by i

O B Gn o u o b

B A ) B [ A

o o N 5 e s e o
(13) (14)
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Solution  Notre cas

ii) Pour le cas particulier, k1=k2=k3=k ; m1=m2=m et C1=C2=C3=0, calculer les fréquences
et modes de vibration du systéme.

Calcul des fréquences et modes propres de vibration ?

On a déja trouveé

[m1 O]{ul}_l_ [c1+c2 —c, ]{ul}_l_ [k1+k2 —k, ]{ul} Z{Pl(t)}

O mz uz _Cz Cz + C3 ilz _k2 kz + k3 uz pz(t)
Avec nos données, on aura

Matrice masse [M] = [Tg r(r)L

Matrice amortissement [C] = lg 8]

_[2k -k

Matrice rigidite ~ [K] = [,

MU+KU=0
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Solution  Notre cas
MU+KU=0

Ou bien, en introduisant le (K — w’M){¢p} =0
type de solutions :
det|K — w*M| =0

D’ou : 2k—2Am —k | _ Avec « 1 = w! »
det|” " _p 2k—/1m| 0

Qk—Am)Qk—Am)— (=k)(=k) = A12m2 —4kAm+3k2=0
p(1) =0

/112(1)%:%D’Oﬁ:w1=[rd/setT1—2ﬂJ%
2 3k [ I Y 3 m
AzzwzzzDou.wlz /?Td/SGtTZZZTC /ﬁs

Solutions :
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Equation du mouvement

Modes propres ? Pour chaque w; on résout le systéme (K — w?M){¢} = 0
. k
L wi=w1=\/%7”d/5 .
2k——m —k )
2k—Am —k ]{‘I’“}:o m { 11} 0
—k  2k—21mllga —k  2k—<m| P2
k —k =0
{_ kd)fl;; n k¢c/f;1 P 02 égs. dépendantes
— — 1
En posant ¢p;; = 1, on aura ¢,; = 1 (b = {4)11} _ { }
21 1
I w; = W, = /%rd/s
3k
2k——m —k
[2 k—A,m —k ]{(bu} —0 m {¢12} 0
&k 2k—2Lmilgxn —k 2k —Zim| (P22
—kpr1— k=0
{—k giz K gzz —0 02 égs. dépendantes
En posant ¢;, = 1, on aura ¢,, = —1 (P2} = {4’12} { 1 }
22 —1
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Equation du mouvement

Ainsi
_ (P11 _ (1 1 1
Mode 1 {4} = {4)21} ={1)
(h,} = 12 _{ 1} \
Mode 2 P2) = 1) = -1 \|-1
Finalement Matrice spectrale Matrice Modale
wi 0 .. 0 .. 0] b b2 o P Du]
0 wi .. 0 0 ¢.21 4’.22 ¢'2i ¢_2n
L= .0 (). wl.z 0 ®= (,b:i] 915:1'2 ¢:ii ¢m
T .
_|m o1
Q= Y ®=| _1]
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Equation du mouvement

Qi iété ¢
desmodes  =lan) =l wa={32}={1)

Py M{d}?  wimws=0 n[p {1 }=tm m{’}=0
M-Orthogonalité

(P)TK {7  wrxiea=0 [’ )= v{i}=0

K-Orthogonalité
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Equation d t
quation au mouvemen (b = {g;i} _ {i} () = {i;z} _ {_11}

Normalisation par rapport a « M »

3, =P avec W= {97 M o)

A~

M;

1
=y Migy=0 B[ Jl{i}=tm m{l} #,=2m $1—{¢i}—1{1}—{\/21_m}

=M e =1 -1j[p P|{Z}=tm -m{'} M=2m

1

(]3 ={¢2} 1 {1}2 ﬁ

@—L[l 1 2 JM, V2m -1 __1
VZmlil -1 V2m

Et:

1 1
[¢]T[M][<D]=ﬁ[} _11]7,1 ﬁ]ﬁ[} _11]=m:1n1 -"fn]H —11]=[(1) (1)
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Equation du mouvement (b = {gzi} _ {i} (,} = {4)12} _ { 1 }

Normalisation par rapport a « K »

5 P e R=(0)T K ()
b N2

1
s 2k = 5 ~ _{¢1}_ 1 1 \/T_k
Ro=k =0 BE B =t B} K=2k & = kl_m{l} i
V2 k
=Koy =00 -0[2f J¥{ }=6r -3u{’} i, =6k

1

1 1 </3 ={¢2}= 1 {1}2 V6 k

o |V2k 6k T JR, Vok'- =1

o NG

V2k 6k

Et: 1 1 1 1 k k 1 1
T W2k N2k |[2k —kl1|V2k ek |_|V2k 2k |[V2k ek | _[1 0
[<D][K][¢]—L_L]_k Zk]ll 1|73k Bk|[1 1 =lo 1

6k 6k V2k ekl Wek VeklW2k ek
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Merci. Fin de I’Application 10




