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Objectif

Le but de cette application est de :

v Calculer les réponses dynamiques d’un SPDDL 
pour des systèmes amortis ou non amortis

v Utilisation d’un spectre de réponse pour calculer 
les réponses dynamiques. 

v Calculer les efforts à la base.
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Exemple  1
On donne le portique à 02 niveaux
montré en figure ci-contre. La structure
sera construite dans une zone sismique
dont le spectre accélération est donnée
en figure.

i) Calculer les fréquences et modes
propres de vibration.

ii) Calculer les déplacements relatifs
maxima par la méthode spectrale.

iii) Calculer l’effort tranchant et le
moment de flexion à la base.

0,05 g

0,1 g

0,15 g

0,2 g

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

T(s)

Sa)

u2(t)

u1(t)

!2 = 80 &

!1 = 120 &

K2=1,5 105 KN/m

K1 = 2 105 KN/m3,50 m

3,00 m

On donne : () = *% et (, = )-%
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Rappel

La méthode d’analyse spectrale

Méthode d’analyse spectrale
v Force extérieure différente de zéro. Appliquée sous forme d’excitation du 

support.
Ø L’excitation du support souvent exprimée sous forme de graphe 

d’accélération du support en fonction du temps.
Ø La méthode constitue la base du calcul sismique des structures dans le 

cas de structures particulières (là où les méthodes statiques 
équivalentes ne peuvent pas être appliquées).

Ø La démarche est la même que précédemment par analyse modale en 
superposant les réponses obtenues à partir d’un spectre spécifique.

Ø On travaille généralement avec des spectres de réponse.
Ø Recommandé dans la plupart des règlements parasismiques ayant leur 

propre spectre de calcul.

M "̈ + # "̇ + % " =−M'̈(
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Solution

M "̈ + # "̇ + % " = −M'̈( U: déplacement relatif

On découple avec  " = * + alors "̈ = *+̈

,-./,01̈0 + ,-.3,04̇5 + ,-.6,010 = −,-.M'̈(

1̈0 + 785954̇5 + 95710 =
:0
/0

Ou bien

/0 = ,-./,0
30 = ,-.3,0
60 = ,-.6,0
:0 = ,-.;(=)

30
/0

= 78595 et 60
/0

= 957Avec : ; = = −M'̈(
:0 = ,-.;(=)

Les termes à droite de l’équation (1) sont tous proportionnels à l’accélération du support (Même 
fonction) alors que dans le cas général, p(t) peut changer d’un DDL à un autre. 
Problème plus simple à résoudre 

(1)

−,-.M'̈( = −,-.M ∆ ?̈(
Sous une autre forme, sachant que le terme de droite s’écrit:

1̈0 + 785954̇5 + 95710 =
:0
/0

= −,-.M ∆ ?̈( (2)
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"̈# + %&'('*̇' + ('%"# =
,#
-#

= −/01M ∆ 2̈3
En posant

Γ5 : Facteur de participation modale

(4)"̈# + %&'('*̇' + ('%"# = −Γ# 2̈3

Γ# = /01M ∆

On aura:

Avec:

Γ5 =
∑7890 :;∅;5
∑7890 :;∅7=>

Pour le cas général

Γ5 =?
789

0
:;∅;5Pour des modes 

propres normalisés (5)

(6)

i=1, 2, …,n

i=1, 2, …,n

(2)

(3)

Réponse due à une excitation du support

Γ# =
/01M ∆
/01M∅#

= @#
-#

@# = /01M ∆

-# = /01M∅#
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Solution temporelle

Ø L’équation (4) est un système d’équations linéaires découplées.
Ø Chaque terme de cette équation représente S1DDL.

Ø On peut donc utiliser n’importe quelle méthode pour calculer la 
réponse de chaque DDL.

Ø Soit la méthode de l’intégrale de Duhamel:

"̈# + %&'('*̇' + ('
%"# = −Γ# .̈/

"0 1 = −
Γ0

20345
6
0

t
.̈/(8):

;<(=(>;8)?@# 345(1 − A )B8

Soit, par exemple pour des CI nulles et système amorti

(7)

Γ0 =
C5
DM ∆
C5
DM∅0

Avec (6), Le déplacement Uj, dans le mode « j » s’écrit:

F0 = C0"0 = G0C0 H0(1)En posant   "0 1 = G0H0(1) On aura: (9)

H0(1) est solution de l’équation 

Ḧ0 + %&=(=İ= + (=
%H0 = − .̈/ (10)

(8)

(4)
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Solution temporelle

Si on calcule

Γ" =
$%&M ∆
$%&M∅"

Or (6), 

D’où 

Propriété importante des coefficients de participation

Une fois le réponse ()(+) de chaque mode connue, le déplacement total sera:

(12)

Γ) =
$-&M ∆
$-&M∅)

.
-/0

1
Γ) ∅) ???

On aura:

Avec

$%&M.
-/0

1
Γ) ∅) = $%&M∅"Γ"

Due à 
l’orthogonalité par 
rapport à M

$%&M.
-/0

1
Γ) ∅) = $%&M∅"Γ"

.
-/0

1
Γ) ∅) = ∆ (11)

2 + =.
-/0

1
2) =.

-/0

1
Γ) ∅) ()(+)
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Calcul des valeurs maximales de la réponse

On cherche d’abord la valeur maximale par mode :

On est passé de !" # solution de !̈% + '()*),̇) + *)'!% = −/ 0̈1 à 2"(#)
(!" # = /52"(#) ) solution de l’équation 2̈" + '(5*56̇5 + *5

'2" = − 0̈1

Solution de « qj(t) » par l’intégrale de Duhamel

i. Valeur maximale par mode

2" # = − 1
89:

;
0

t
0̈1(<)=>?*5(@><)AB% 89:(# − C )D< (13)

Généralement, on n’a pas besoin de toute la réponse due à l’excitation, 
seul le maximum est intéressant:

On utilisera donc des spectres de réponse directement (Voir chapitre 7).
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Calcul des valeurs maximales de la réponse

On rappelle le spectre de réponse en déplacement :

i. Valeur maximale par mode

SD(!", $%) = '() −
1
!,"

-
0

t
/̈0(2)45678(952):;< !,"(= − > )?2 (14)

Le déplacement maximal sera alors (9): (Si les temps sont les mêmes

On peut aussi avoir le spectre de réponse en pseudo-accélération

SA(!", $%) = !"@ SD(!", $%) (15)

ABCDE = F%G%'() = H%F% I%'() = = JB KBSD(LB, MB)

(16)

Et l’effort maximal sera alors :

Fkjmax=H%!"@ N F% I%'() = = H%!"@ N F%SD(!", $%) = JBO KBSA(LB, MB)

(17)
Ou bien ABCDE = F%G%'() = H%F% I%'() = =

JB
!"@

KBSA(LB, MB)

G%'() = JBSD(LB, MB)=
JB
!"@

SA(LB, MB)=
PB

OB!"@
SA(LB, MB)=

Q% = F"RM ∆
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Une fois les réponses maximales par mode sont calculées, on 
calcul la réponse maximale totale par superposition

(AVS). !"#$% ='
()*

+
Γ(-"(./( !̈"#$% ='

()*

+
Γ(-"(.1(

Calcul des valeurs maximales de la réponse
Si les temps ne sont pas les mêmes

(SRSS). !"#$% = '
()*

+
Γ(-"(./(

2 !̈"#$% = '
()*

+
Γ(-"(.1(

2
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Solution Notre cas ?

ü Poutre très rigide.
ü Masse totale concentrée sur chaque plancher.
ü Poteaux sans masses et ne se déforment pas 

verticalement, ni rotationnellement.
ü Seuls DDLs, possibilité de flexion des poteaux, 

de façon dépendante entre les 02 niveaux.

k1

k2

!"

!#

u2(t)

u1(t)

%̈g(t)

u2(t)

u1(t)

&2 = 80 +

&1 = 120 +

K2=1,5 105 KN/m

K1 = 2 105 KN/m3,50 m

3,00 m

%̈g(t)
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Solution

Rigidité ?

m2

m1

k21

1 k11
m1

m2
1

k12

k22

m1

m2

k11= k1+k2

k21= - k2

k12= - k2

k22= k2
! = #$$ #%$

#$% #%%

Matrices ? (Attention à l’ordre de la numérotation)

k2

k1

! = #1+#2 − #2
− #2 #2

! = % $*+ + $, + $*+ −$, + $*+
−$, + $*+ $, + $*+ !-// = 0, + −$, +

−$, + $, + $*+ !-//

Masse ? 1 = /$ *
* /%

1 = $%* *
* 2* (4)
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Solution
Calcul des fréquences et modes propres de vibration ? 

!"# $ − &2( = 0

D’où : !"# 3,5 10
5 − / 120 −1,5 105

−1,5 105 1,5 105 − / 80 = 0 Avec « / = &12 »

Solutions : /1 = &32 = 778,732 D’où : &1 = 27,906 78
9

:1 = 0,225 ;

/2 = &22 = 4012,935 D’où : &2 = 63,348 78
9

:2 = 0,099 ;

Modes propres  ? Pour chaque &= on résout le système $− &2( > = 0

i. &= = &1 = 27,906 AB/; 3,5 105 − 778,732 120 −1,5 105
−1,5 105 1,5 105 − 778,732 80

>DD
>ED

= 0

>D = >DD
>ED

= F, GHIJ
D, F

ii. &= = &2 = 63,348 AB/; 3,5 105 − 4012,935 120 −1,5 105
−1,5 105 1,5 105 − 4012,935 80

>DE
>EE

= 0

>E = >DE
>EE

= D
−F, HJJ
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Equation du mouvement

Ainsi !" = !""
!$"

= %, '()*
", %

!$ = !"$
!$$

= "
−%, (**

Mode 1

Mode 2

0,5847

1.0
0,877

1.0

Matrice spectrale Matrice ModaleFinalement

, = 27,906 %
% 63,348 5 = 0,5847 "

" −0,877
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Solution Valeur maximale par spectre:

Avec 

Mode 1
!1 = 0,5847 1,0 *+, ,

, -,
0,5847
1,0 = 121,025 (0)

21 = 0,5847 1,0 *+, ,
, -,

1,0
1,0 = 150,164 (0)

Mode 2

45678 = 9:SD(;:, <:)=
9:
=>
? SA(;:, <:)=

@:
A:=>

? SA(;:, <:) 25 = B>
CM ∆

0,05 g

0,1 g

0,15 g

0,2 g

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

T(s)

Sa)

0,17 g

0,225

SA(D:, <:)=SA(,, ++E, E%)=0,17 g

G1 = =H? = 778,732

41678 =
@:

A:=>?
SA(;:, <:)=

*E,, *JK
*+*, ,+E 778,732

,, *L M

41678 = 2,657 66

!2 = 1,0 −0,877 *+, ,
, -,

1,0
−0,877 = 181,53 (0)

22 = 1,0 −0,877 *+, ,
, -,

1,0
1,0 = 49,84 (0)

SA(D:, <:)=SA(,, *, *,%)=0,10 g

42678 =
@:

A:=>?
SA(;:, <:)=

KP, -K
*-*, EQ 4012,935

,, *, M

42678 = 0,067 66

G2 = =?? = 4012,935
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Solution !"#$% = ', )*+## !'#$% = ,, ,)+##

AVS

- =
0,5847 "
" −0,877

En considérant les 02 modesCas 2

45678
49678

=
∅55;5678 + ∅59;9678
∅95;5678 + ∅99;9678

=
0,5847 2,657 + 1 0,067
1 2,657 + 0,5847 0,067

=
", )'"
', )@) (##)

Méthode AVS : 4C678 = ∅C5;5678 + ∅C9;9678 +…+	 ∅CC;C678 +…+ ∅CF;F678

L’effort de cisaillement total à la base sera:

GH =
I, * −", *
−", * ", *

10J
", )'"
', )@) 10KL =

162,95
161,25

(NO)

PQ = RS1 + RS2 = 162,95 + 161,25 = 324,2 NO

Le moment de flexion

UV = RS1ℎ1 + RS2ℎ2

UV = 162,95 3,5 + 161,25 6,5 = 1618,45 NO.Y
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Solution !"#$% = ', )*+## !'#$% = ,, ,)+## - = 0,5847 "
" −0,877

En considérant les 02 modesCas 2

Méthode 
SRSS : 

45678 = ∅5:;:678 < + ∅5<;<678 < + ⋯+ ∅55;5678 < + ⋯+ ∅5?;?678 <

L’effort de cisaillement total à la base sera:

@A = B C = BD E = F5<MD E @A = G, * −", *
−", * ", * 10I ", ***

', )*J 10KL = 145,55
165,45 (OP)

RS = TU1 + TU2 = 145,55 + 165,45 = 311,0 OP

4:678
4<678 =

∅::;:678 < + ∅:<;<678 <

∅<:;:678 < + ∅<<;<678 <
=

0,5847 2,657 < + 1 (0,067) <

1 2,657 < + 0,067 (−0,877) <
= ", ***

', )*J (##)

Le moment de flexion

XY = TU1ℎ1 + TU2ℎ2

XY = 145,55 3,5 + 165,45 6,5 = 1584,85 OP.\

SRSS
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Merci. Fin de l’Application 14


