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Introduction

Le but de ces applications est de calculer la réponse
d’un systeme forcé non amorti a un seul degre de
liberté avec une excitation de type harmonique.

Calcul des réponses dynamiques dues a une
excitation harmonique

Notion de réponse statique equivalente et du
coefficient d’amplification dynamique.

Superposition des effets statique et dynamique pour
un systeme a 1SDDL.
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Exemple 1

On consideére la poutre ci-dessous soumise a I’action simultanée de la

charge statique Q=mg et la force perturbatrice de type harmonique
F(t) = Fy sin Qt.

On demande de tracer les diagrammes des moments fléchissants
M .. et M .. de cette poutre

AN. Q=4 tf, F,=3 tf, Q=30 rd/s, El= 3000 tf.m2. et I=6.0 m

F(t)

| I

yay no
< Il2 ><¢ II2 >
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Exemple 2

On consideére la poutre en treillis ci-dessous soumise a I’action
simultanée de la charge statique gravitationnelle Q=mg et la force
perturbatrice de type harmonique F(t) = F, sin Qt.

On demande de déterminer les efforts axiaux N;. ., et N,,,, de cette
poutre

AN. Q=3 tf, F,=3 tf, 0=30 rd/s et EA=Cte= 25000 tf.

F(t)

3,0m

40m 4,0 m
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Solution

Rappel (Voir chapitre 4)
Equation du mouvement générale du SSDDL
mit(t) + cu(t) + ku(t) = F(t)

En supposant, un mouvement forcé (harmonique) non amorti,
On pose c=0 et F(t) # 0.

On aura mu(t) + ku(t) = FO Sin(ﬂt) (Ou bien Cos)
Solution :
Somme d’une solution homogéne «u. » et une solution particuliere «u, ».
Avec: mii(t) + ku(t) =0
m i, (t) + ku,(t) = Py sin(2t)
(Chap (3)) : u.(t) = A cos(wgt) + B sin(wyt)
Et: u,(t) = U sin(2t)
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Solution

mii(t) + ku(t) = Fy sins(2t) (1)
u.(t) = Acos(wgt) + B sin(wgyt) (2)
u,(t) = U sin (2t) (3)

« A » et « B » déterminés par les ClI
« U » déterminé en remplacgant (3) dans (1)

«U» ?2?? (Ou bien Cos)

(3) dans (1)
—mU 2%sin(2t) + k U sin(2t) = F sin(2t)
Soit —mUQ? + kU = F,

_ __Fo
 k —-mn?

D’ou U ou k —mn02+£0
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Solution F .
U=k—1(r)z.(22 ou k —m0%+£0 (4)

F
Posons Ustar= 70 (5) Déplacement statique du a F, (F,sin(2t))

= (6)

Ou:r= w£ rapport des pulsations
0

Remplacant (5) et (6) dans (3) on aura: %,(t) = Usin (20)
1 :
up(t) = Ustatm sin (ﬂt)

1
1 —1?

Posons : D = w,(t) = DU, sin (2t)

D: Coefficient d’amplification dynamique

r<i : la réponse est en phase avec I’excitation
r>1 la réponse est en opposition de phase avec I’excitation
r=1: phénomeéne de résonance
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Solution

Ainsi la réponse totale est la somme de la réponse transitoire et la
réponse permanente.

u(t) = u(t) + w,(t)
u(t) = A cos(wyt) + B sin(wypt) + DU, sin(Nt)
Supposons les Cl: At=0, u(0) =u, etu(0) = 1,
u(t) = A cos(wgt) + B sin(wgt) + DU sin(02t)
Et u(t) = —Awg sin(wot) + Bwg cos(wgt) + DU 2 cos(02t)
La résolution de ces 02 équqtions nous donne:
A=uyet B= -2_+DU,,,

] o
La solution:

u(t) = (uy) cos(wyt) + (Z—O” — rDug,)sin(wyt) + DU,,sin(2t) (7)
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Solution

u(t) = (uy) cos(wyt) + (Z—Oo — rDu,,,)sin(wpt) + DU, sin(02t)

Cas particulier : Cl nulles (u(0) = u, =0 et u(0) = 117 =0

Solution totale sera:

u(t) =D U, (sin(2t) -rsin(wyt) ) (8)
Coefficient | I
d’amplification
dynamique Déplacement Réponse transitoire
statique (effet de vibration libre)
Réponse
permanente

(liée a I’excitation)
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Solution

u(t) = (uy) cos(wyt) + (Z—Oo — rDu,,,)sin(wpt) + DU, sin(02t)

Le systéeme vibre a 2 fréquences: sa fréquence naturelle et la fréquence
imposée par I’excitation.

En général, la réponse due aux conditions initiales (réponse transitoire)
disparait rapidement et reste uniquement la réeponse permanente.

Pour cela, en général en DDS, on ne s’intéresse qu’a la réponse
permanente. Et souvent, on a

u(t) = u(t) + u,(t) = u,(t) (9)

1 I
Ainsi, la solution u(t) = Uy Sin (2)

Et le max

1
Umax = stath = D. Uy, (1 0)
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Solution  Notre cas Exemple 1

Combinaison G et E

On ne s’intéresse uniquement aux maximums

Q=mg F(t)

M M ax
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Solution  Notre cas

Max G Déplacement maximal du a I’effet de « Q=mg »

Max E

. 1 Fy
Puisque : WUpgy = Usmtm =+D.U,,~=+ D. M
En multipliant par « k », on aura :
F _ ;
k.. = +k.D.FO — + D.F, (F(2) = Fo sin(21))
F, = + D.F,
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Solution

F; =1 D.F, Avec:D=11

Calcul de wg ???

_ [k _ (1 _ |1 _ /i_ 9
®o = omn ™ Jmp g.f_ Q-f_\/x: el

1
xst:EIAyG
1 Q.ll 2l  Q.h
= 1 - ——) =
*se = 201 (2539 = 18D

Q=4 tf
1=6,0m Xt :m: 0,006 m

= 9'81—4044d
@o= 7= lo,006  *OAtrd/s
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Solution  Avec: w, = 40,44 rd/s

r=2_-3% _0742 et D=-1_ =2225

wo 40,44 1-r2

dou F;=xDF, F,=+2225.3 Fy;=216,675tf

Diagramme des moments .
Mpax = MQ + M+Fd

lQ=4 tf
i (MQ) M;“lx = MQ T M—Fd
i 1 Y
2 tf.m :
: M;
Fd=6,675 tf | max
: 16,012 tf.m

—F,.1 — 4,012 tf.m
. +—=-10,012tf.m .
/‘& ‘ 1 ‘ Mr_nax
A A (M_gg)
F,=6,675 tf
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Solution  Notre cas Exemple 2
Méme principe
Combinaison G et E

On ne s’intéresse uniquement aux maximums

F(t
Q=mg ()
2
1 Y 2 3 1 3
. 1 m
m
3,0
3,0m m
4 | 4
4
___40m ___ 40m —40m _ _ 40m |
NI X N max
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Solution

F,=+D.F .p=_1 r=2
d— T 0 Avec : D _— et ”
Calcul de wg ???
|k
Wo = I (rd/s)
Xgp 777 Méme méthode
Q=3 tf NQi= i n; . | N.n.l
= N —“ 2%t (N) 2 |-23|4| 163
1 -3 3 0m 52 | 56 |5 12512
>/2 >/2 3 | 1 [3] o
4
4,0m 4,0m 52 | 56 | 5| 125/12
2 | 234 163
1tf
/3 & =% (m)  *st=Zs000) 40>
-1
5/6 5/6

X = 0,0016m Wy =

9 _ |28 = 78,30 rd
X, ./0,0016 TS
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Solution  Avec: w, = 78,30 rd/s

2 30 1
r= T 7eae - 0383 et p—_ — =1172
1 —r
dou F,=+D.F, F,=+1172.3 F,=13,516tf
Efforts normaux ? -
Q=3 tf N1-I1-1ax = NQ + N+Fd fmax
_2 ‘ _2 3
1 2 _3 - (NQ) Noax = NQ + N—Fd Wi
,uom
5/2 5/2
4 Barre | Nq | Nigq N g Ntax | Nomax
- 40m = 4,0m
y . 12 | 2 | -2,344 | 2,344 | .4,344 | 0,344
F,=3,516 tf
2,304 V5 344 14 |52 ] 293 | 293 | 543 | 0,43
: A (Nira) 24 | -3 |-3516 | 3516 | -6,516 | 0,516
2,93 2,93 3-4 | 52| 293 | -293 | 543 | -0,43
* 2-3 | -2 |-2344 | 2,344 | -4,344 | 0,344
F,= - 3,516 tf
12,3444 ° 12,344
2
1 +3,516
~2,93 ~ 2,03 (N_ra)

4
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Merci. Fin de I’Application 3




