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Application 8

Vibrations forcées

Excitation Impulsive Triangulaire
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Objectif

Le but de cette application est de calculer la réponse
d’un systéeme a un seul degré de liberté soumis a une

excitation de type impulsive triangulaire.
Etablissement des équations du mouvement

Recherche du déplacement maximal selon la phase
de I’excitation.
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Exemple 1

On donne un systeme a un seul DDL soumis a la force montrée en figure ci-
dessous. On donne : m=300t ; k=1,75 10° N/m P,=5 10N et t,=0,05 s

m
Pl

P()

P(t)l

t
_ P, p(t) = Py (1 - t_l)
K/2 k/2 m )

SIS

t4

Phase 1 Phase 2

i. Calculer le déplacement maximal du portique. En déduire la force élastique
maximale

ii. Siladurée de I'impulsion a été 10 fois moindre (£,=0,005 s), quelle serait la
force élastique maximale ?
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Solution
Rappel (Voir chapitre 5 §5) Excitation impulsive ?

> Elle ne se répéte pas dans le temps.

A\

Elle est de trés courte durée.

» L’amortissement n’aura pas le temps de se
développer durant I’excitation.

> ll'y atoujours 02 phases: La 1¢ |e systéme est
forcé par une excitation trés courte et la 2¢me |e
systéme est en oscillations libres due au
déplacement et la vitesse finaux de la 1¢r
phase.

> Elle peut prendre des formes variées,
sinusoidale, triangulaire, rectangulaire...

p(t)
t

Ex. Choc/lmpact du a une
collision, une explosion, joints
du pont, parcs d’attraction...
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Phase1  Phase 2
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Solution

P(t)
= - = (t)
Impulsion triangulaire P l .
P p©) = Py (1-7)
m 1
Phase 1: t <t,
k =
Systeme soumis a une force linéaire
décroissante (impulsion) “ t,
t < > >
D’ou: my(t) + kuy(t) = Py (1 — t_) Phase 1 Phase 2
1

Solution : (Voir Chap 3) : u,(t) = u, (t) + u, (1).
t

Avec: u.(t) = [(Acoswot + Bsinwot)]  up(t) = 70(1 - t_l)

. P t
D’ou uq(t) = ?0(1 — t_) + [(A coswyt + B sinwyt)|
1

Soit les Cl: u,(0) =upetu,(0) =u, En remplacant, on obtiendra:

P, 1 P,
u(t) = m (1 — —) [(uo — —) coswyt +w—(u0 + Tt 1)5111(1)015)]
Si le systeme est au repos: u,(0) =0 etu,(0) =0
PR P t 1
D’ou u(t) = 2 (1— e coswyt + sinwgt) (2)

k 1 ot1
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Solution " P(t)
t
£),=Py(1-=
Impulsion triangulaire mdj Po Y °< t1>

Réponse maximale en phase 1 ? .
Prenons le cas simple ol le systéme est au repos: u,(0) = 0 effese’  Phase2
us(0) =0 P, t
uy(t) = m (1— . coswyt + wots sinwgt) (2)
Pour obtenir la max. on annule la dérivée % temps
du P, 1 WoCOSWyt
—1 :_0 (—_‘l‘a)()Sin(U()t‘l‘ L 0 ) —
dt k tq (l)otl
Soit
1 , WCOSWyt
<__ + (l)osln(l)ot + ) =
] wolq
i COSwyt 1
Ou bien ( Lo Sinwot) = 3
wolq wWolq ( )
Or
. A B .
Acoswyt + B sinwyt = \/(A)2 + (B)? COS wyt + sin wyt
JA)? + (B)? J A2 + (B)?
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Solution

Impulsion triangulaire

CoSwyt 1
( Lo sina)ot> = (3)
wWoly Wolq
A cos wyt + B sinwyt = \/(A)2 + (B)? ( cos wyt + 5 sin w0t>
J(A)? + (B)? V()2 + (B)?
Soit
. 1+ it
V@ +®7 = |(—) + @2 =
Wolq wWoly
Soit (3) \/1 + wgts 1 wotl 1
ol CoOSwyt + Sinwyt | = ot
o | 1+ wie J1+waf of1
1 ., ot 1
: COSW
Soit 0

Sinwgt \ = (4)
/1+a)2t2 \/1+w2t2
ol1 ol1
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Solution

Impulsion triangulaire

1 - wotl , . 1
. COSW Sinw =
Soit 2.2 ’ 2.2 ’ 2.2 (4)
1+ wptg 1+ wgtg 1+ wptg
cosa sina cosa

D’ou (cosa coswyt + sina sinwyt) = cosa
cos(wot —a) = cosa ==y solution
(wot —@) =a+2mn  oubien (wot—a)=—a+2nn A rejeter donne t=0

D’ou  (w,t—a)=a+2mn 1er terme n=0 — EE

tmax
Wy

Avec : .1 Wolh 1 1
a = sin = cos

\/1+a)(2)t12 \/1+w§t12

@ © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Solution

2a
Impulsion triangulaire tnax = —
Wy
o O =201-- R —
u =—(l———cosw SInw
! k tl e a)O 1 0

sin2 a)

C u 2a
Et comme : D= 1max:(1_ s e
Ustat Wt

(I)Otl

Avec: (cos2 a = cos’a — sin’a et sin2 a = 2 cos a sina

1 . wot
Sachant que cosa=—— et sina=—2
/1+w§t% /1+wgt§
. 2a 2
D=1- — cos2 a + sima=2 — —9 _
T
Avec : w— sinlQofi 1 -
- - Pour — >0.4
J1+w5tf \/1+a)(2,t12
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Solution

P(®)

p(t)
Impulsion triangulaire t
P J Py P05 ro(1-7)

m

Phase 2: t > t, i

I t

Systeme en oscillations libres dues au déplacement ——>
et vitesse finaux de la phase 1

D’OI‘J: muZ(t) + kUz(t) =0

Avec Cl: uy(t;) = uq(ty)) =uy et y(ty) =y(ty) =ty

Si on suppose que le systéeme est au repos: u,(0) =0 etu(0) =0

uy(t) = |ucoswy(t —t1) + (%) sinwg (t — tl)] (3)
0

Ou. u;, et 11;; sont obtenus en utilisant I‘éq. 2. pout « t=t, »

1
g 0 .
sinwgt) uq(t) = m (— . + woSinwyt + . coswyt)

P, t
uq(t) = m (1-— o coswyt + ; ;

1 wotyq

1 : Py 1 . 1
m sinwgt;) et ui(ty) = T (= . T woStnwot; + t—COSCUotD (4)

Po
uq(t) = m (— coswyty + s ; ;

© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



p(t) = Py

Solution e
t
o e i (o)
Impulsion triangulaire \<

u,(t) = [uﬂ coswy(t —ty) + (a) )smwo(t - tl)] (3) t

n
»

Phase 1 Phase 2

»

/8 1
sinwgyt,) u,(ty) = ?0 (——+ wySinwyt; + — coswyt,)

1
a)ot1 t1 t1 (4)
En remplacant (4) dans (3)

Py
u,(t) = i (— coswyt, +

1 1
sinwgty)coswy(t —t) + —(— = + woSinwyt; + = coswot,)sinwy(t — ty)

0%1 Ok 1 1
(5)

P,
u,(t) = [?0(— coswyty +

La réponse maximale en phase 2, sera:

2

_ Uer our 6
Uomax = \/(ut])z + (a)o) p T < 04‘ ( )

D = Uzmax — f(_)

Ustat
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Solution
Spectres de réponse ou spectre de choc
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Solution Notre cas

i. Calculer le déplacement maximal du portique. En déduire la force élastique maximale.
m=300t ; k=1,75 10° N/m Py=5 10° N et t,=0,05 s

tq

—= ? - \/ﬁ_z 300 10° _
[/ Mk T 175100 O
yos . L 005
Draliesi = 0,082 et > W Réponse max en phase 1
(=071 4 — simogt)
u — —— — CO0SW S1nw
1 k ty ° T woty 0
wot 1
Or: p=2 - 2“:2_2_“ Avec: a = sin™! = cos!
wots 2 \/1+a)gt12 \/1+a)§t12

t .
woty = ZR% =210,61=3832 Dou «a=1,3155

. o _,_ 2« 2x13155
et T2 T wots 3,832

=1,313
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Solution
Spectres de réponse ou spectre de choc

24

20

16

1,313
12

0.8

04 L4
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0,61 t,/T

Coefficient d’amphﬁcation D
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Solution Notre cas

Avec D = 1,313
D’ou : P, 510°
=D.—=1,313. Uimay = 3,75 mm
Yimax K 175 10° !

Fp0=ktp,=17510° x3,7510 3

F, .. =6,565 10N
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Solution Notre cas

Pour t,=0,005 s ?.

D’ou : % = %gz =0,061<0,4 Réponse max en phase 2

u,(t) = [u,, coswy(t —t;) + (Z)—t:) sinwg(t — tl)]

: Py 1 :
sinwgyt,) u,(t) = T (——+ woSinwyt; + — coswyt,)
o1 ty ty

/o
u,(ty) = ?0 (— coswyt; +

P, 1 1
u,(t) = [?0(— CoSwyt, ool t)coswy(t —t,) + — ok —(— o + woSinwyt, + Ecoswotl)smwo(t —t,)
2
Uty
Umax = \/(utl)z (a)())
| P 1 1 2
P, 1 2 70 (— ¢ + WoSinwoty + £ coswoty)
Urmax = (— (— coswpty + —51na)0t1)) + 1
\1 k (Uotl Wy
1 1 2
P, . 2 (— . WoSinwoty + cosa)otl)
WUomax = —— ( (— coswpty + 51na)0t1)> + 1
k w Wolq Wy
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Solution  pourt,=0,005 s 2.

2

P, 1 2 (— tl-l_ WoSinwoty + tl coswot)
Uomar = 7 ( (— coswyty + ool Sma)Otl)) + 1 g 1
1 2 (— 1+a)sma)t+1cosa)t)2
Umax  U2max ( : ) ( t 0 ol1 T ¢ ol1 >
D = = = — coSwyty + sinwgyt + 1 1
Ustat & ( ot thl 0 1) Wo
k
2T 21 _ .-t _
Wy =~ = 50a5 = 76,62 rd/s woty = 21‘[? =2m 0,061 = 0,383
2 (=~ 4+ 76,625in0,383 + ~—— c050,383) 2
D= ((— 050,383 + 51'110,383)) + ( 0,005 0,005 7~ )
0,383 76,62

D =0,19

On peut aussi retrouver la valeur de « D » du graphe ?
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Uimax = 3,75 mm

Solution Notre cas
F, .. =6,565106N
Du spectre ? g : 5 Pm— T
= 16 . e
D =0,19 AV = T
'g 12 //
° Wl A
3 :///
.9_1_9__55__9_4_
L P T N N l
0.0: 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
0,061 t,/T
D’ou : P, 5106
=D.— = 0,109. Usrmax = 0,54 mm
Y2max K 1,75 10° 2

F, . =ku,,,,=17510° 05410 3
F,...=0,94510¢ N
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Solution Notre cas
Ainsi Cas1:t,=0,05s Uy, = 3,75 mm

F, .. =6,565106N

Cas2:t,=0,005s WUrmar = 0,54 mm

F, .. =0,94510¢ N

En diminuant la durée de I’excitation, la force élastique a diminué
de 85,60%.

Ainsi,
“ Le temps t, est déterminant pour les forces de rappel

“* Pour une impulsion de trés courte durée, une grande partie de la
charge appliquée est absorbée par I'inertie de la structure et non
pas par les forces de rappel, et les contraintes sont beaucoup plus
faibles que celles correspondants a un chargement de plus longue
durée.
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Merci. Fin de I’Application 8




