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Le but de cette application est d’appliquer les principes 
de l’élasticité plane en coordonnées polaires pour des 
cas particuliers de distribution de contraintes. 
Calcul des contraintes avec vérification des CL, en 
passant par l’équation biharmonique et la fonction 
d’Airy.
Plusieurs cas sont considérés dans cet exemple. 
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Considérons un tube cylindrique soumis à l’action de pressions. On 

supposera plusieurs possibilités :

v Tube plein de rayon « b » soumis à une pression externe.

v Tube troué de rayon intérieur « a » et de rayon extérieur « b » soumis à 
une pression interne « Pi » et une pression externe « Pe ». 

a

Pi
b

Pe
b

Pe
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Pour étudier la distribution des contraintes en tout point M(r, !) de cette 
poutre on passe par l’équation biharmonique :
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Par raison de symétrie, la distribution des contraintes est symétrique par 
rapport à l’axe passant par « O » et perpendiculaire au plan.
Dans ce cas, les composantes de contraintes ne dépendent pas de la 
variable « ! » mais uniquement de « r ».
Aussi, « 0*- » est nulle.
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D’où : 
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Ainsi, 
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Dont la solution est : 

$ ) = 2 345 ) + 6 )(345 ) + 7 )( + 8

A, B, C et D constantes à déterminer par les CL de chargement
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Avec 

La distribution des contraintes sera
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Cas 1 : Cylindre plein 

Si ! → # (tube plein) et si on suppose que $, & ≠ # alors on aura (! → ∞ et
(* → ∞, ce qui est faux. 

D’où, il faut que 

(! =
,
!- + / 0 + - 123 ! + -4

(* = − ,
!- + / 6 + - 123 ! + -4

7!* = #

$, & = # Donc (! = (* = -4
Traction/compression 
dans toutes les 
directions du plan

b

Pe

C.L 89 = 1 (! +: 7!*
8; = 1 7!* +: (*

Avec: 
89 = −<=
1 = 0 => : = #

8; = #et 

D’où: −<= = (! = -4 Donc 4 = −<=/-

(! = (* = −<=
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Cas 2 : Cylindre troué 

Dans ce cas, on a : ! = # et les contraintes seront. 

$% =
&
%' + ) * + ' +,- % + '.

$/ = − &
%' + ) 1 + ' +,- % + '.

2%/ = #

C.L
34 = + $% +5 2%/
36 = + 2%/ +5 $/

Avec: 
34 = 78 + = −*
36 = #

et 

D’où: −79 = $% =
&
:' + '.et

& = 78 − 79 ;':'
;' − :'

a

Pi
b

Pe

$% =
&
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Face intérieure % = ;

5 = #
34 = −79 + = *
36 = #

et 

Face extérieure % = :

5 = #

78 = −$%= − &
;' − '.

Par résolution : . = *
'
79:' − 78;'
;' − :'
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Cas 2 : Cylindre troué 

D’où : 
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Par exemple, on a: 

a

Pi
b

Pe

!" + !- = %&)+
% − &'*%

*% − +% Toujours ∀/(", - ) constante

Si « &) = 3 » et « &' ≠ 3 » 
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En réarrangeant, on aura 

Si « !" = $ » et « !% ≠ $ » 
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Compression Traction

Maximum « '. » ? Pour « r=a » '.2+3 =
!%(+*+,*)
,* − +*

'.2+3 > !%

Mais, si , ↗↗ '.2+3 ⟶ !%



© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen

Merci. Fin de l’application 9


