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Introduction

Le but de cette application est de calculer les
contraintes et directions principales d’un
tenseur quelconque.

Comment on passera de forces reparties en
forces concentrées
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Exemple

La distribution de contraintes d’une poutre
de masse volumique constante «p » et dont
la section droite est un triangle rectangle v
isocele OAB de coté « h », (la poutre a la 0
forme d’un prisme triangulaire de génératrice

paralléle a I’axe « z ») est donnée par :

o,=a4.X+ by ; Taz=Ty; =0 Al h B
oy =az.x+by.y ; Txy=a3z.X+ b3.y

A

% =5 a+6) =t

Ou «4 » et « G » sont deux constantes positives données dépendant du
matériau.

a,, by, a,, b,, a; et b; sont des constantes quelconques a déterminer

On suppose que la face « OA » est soumise a une densité de forces de
composantes (a.y,0,0) ou «a » est une constante positive et que la face
« OB » n’est pas chargee.
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Exemple

i) Déterminer les constantes a4, by, a,, b,,
a; et b,

i) Donner les contraintes et directions
principales en un point quelconque de la
face « OA » puis en un point quelconque
de la face « OB ».

iii) Déterminer les forces extérieures
appliquées sur la face « AB »

Rem : Le poids propre de la poutre n’est pas négligé

L
< > Z‘
yVV
0 > X
h
A h B
vy
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Oy =01.X+b1.y ; Ty; =Ty, =0

SOlUtIOﬂ 0y =0a3.X+by.y ; Tyy=az.x+b3y
A
i) Déterminons a4, by, a,, b,, az et b Oz =75 A+6) (ox + ay)
Vérification des équations d’équilibre
0
do, Ot ot
= + ’ry + oA +
ox 7
Equilibre 2% : ""’y "’ +y=0
dx

ar/ 61/7 aa//

Le poids propre n’est pas négligé et la direction verticale étant I’axe « y », on

aura alors :
X=0; Y=pg et Z=0

D’ou avec notre tenseur Ainsi
on aura:
a,+bz=0 a, +bz;=0 (1)
a; +b, +p.g=0 az; +b, +p.g=0 (2)

0=0 yerifice
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Solution
Conditions aux limites

Ox TM.Tyy +N.Ty,

Txyy +m.oy, +N. 7y,

L.
L
LTy, +m.7y, + n.o,

NI <l >

Face « OA »:

Oy =01.X+b1.y ; Ty; =Ty, =0

Oy =0.X+by.y ; Ty,y=azx+b3y

A

Définie par : x=0; (I,m,n)=(-1,0,0) et chargée par (X, Y, Z)=(a. y,0,0)

X=ay=(-1).(a;x + byy)
Y =0=(-1).(a3x + bzy)
Z=0=0

Par identification on aura:

a.y =—byy
—b3y=0

Soit

En remplacant (4) dans (1)
E on obtient:

Soit:
b1 = —a
b3 -
ai; = 0

azzm—.(ax+0’y)
» X
N
h
A| h B
y
0
X=ay=-df—byy=—byy
(1) a1+b3=0

az+b, +p.g=0

(3)
(4)

(5)
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Oy =Q1.X+Db1.Y ; Ty =Ty, =0

Solution oy=arx by ; Ty=asxibsy
Conditions aux lilmites =57 )

X=Loy+mt,y + N1y

g= L T, O

Z =11y, +m1y,+no0,

Face « OB »:

Définie par : x=y; (I,m,n)=(g; - % 0) et non chargée par (X, Y, Z)=(0,0,0)

0
X=0= <£>.(//x+b1}’) . <—£>-(a3x+b y)
2 o\ 2
Y=0= (— g).(a3x+ 3Y) + (-?).(azx+ b,y)
Z=0=0
e S On aura:
! (\/—i).(—ay —azx) =0
b1=—a 2
bs = (g).(agx —a;x—b,y) =0
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) Oy =01.X+b1.y ; Ty; =Ty, =0
SOlUtIOn Oy =0.X+by.y ; Ty,y=azx+b3y
A
0, =———.(0,+
soit 5 276 (oxT )
2
—|.(—ay—a3x) =0
(2)( 14 3X) @y + By = 0
(7) (azx —azx—byy) =0
Avec : x=y
(—ay—a3x) =0 ; az3x=—-a.y=—-a.x
(azx — a,x — by,y) =0 (6)
De la 1°r par identification, on aura a; = —«a

De I’équation (6),
on peut tirer

Soit

Par identification a, = (p.g—2.a)

a,x=(-2.ax+p.gx)=(p.g—2.

(azx —a,x —byy) =0 ;(—a.x—a,x— (a—p.g).x) =0

a).x
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Oy =01.X+b1.y ; Ty; =Ty, =0

SOlUtIOﬂ 0y =0a3.X+by.y ; Tyy=az.x+b3y
A
0,=————. (0, +07,)
Ainsi, on a toutes les constantes 2.(A+6G) ¥
a;=0 ; a=p.g-2.a). ;a3=-a
bi=—-a; by=a—p.g ; b3 =0

Avec ces constantes, le tenseur des contraintes devient:

O,=—a.y

o,=(p.g—2.a)x+(a—p.g).y
A

=5 ar6 %t

Tyy = —QA.X

Cxz =

Ty, =
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O, =—a.y

SOIUtion o,=(p.g—2.a)x+(a—p.g).y
A
O, =7———.(o,t+ 0o
ii) Contraintes et directions principales 2.1+ 6) ( 2
Tyy = —Q.X; Ty, =0;T), =0
Face OA  x=0 )
Le tenseur devient: -
Oy =—Q.y h
oy=(a—p.g).y h
A Al y B
aZ — 2. (A_ + G)' (_p'g'y)
Txy = Txz = Tyz =0
En tenseur, on aura
—a.y 0 0
| 0 (a-p.g9).y 0
[Gloa = _q
0 O Gy
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Solution
Face OA

F=0L. Y 0 0
|1 0 (x—p.g).y 0
[6]oa = - |

Toutes les contraintes tangentielles sont nulles, ce qui veut qu’on a que
des contraintes normales principales:

Contraintes principales

or=-ay; o;=@-p9.y ;5 03=575-P9Y

Directions principales

Les directions principales des points de la face « OA » sont directement
les axes « X », « y » et « Z ».
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Solution

Face OB

Le tenseur devient:

En tenseur, on aura

X=y
Oy =—a.X
O'y = —a.x
A
= . L.
£ A+ 6)
Tyy = —QA.X

[6lop = —a.x.

e

-

O,=—a.y
o,=(p.g—-2.a)x+(a—p.g).y

A

g, = m.(ﬂx + O'y)

txy
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Solution

F OB 1 1 0
1 1 0
ace [U]OB = —a.X. & O yl
Les contraintes principales: (4+G).
_ —A

Les 02 autres s’obtiennent par la résolution du probléme propre

l —-a.x—ao —a. X 0 .
(o] — alI]). (m) =0 soit X Tax—oe _2 ¢ (m) =0
n 0 0 (A+G).a.x—a n
Le déterminant = 0;
—A —A
(—a.x—a).[(—a.x—a).((l_i_G).a.x—a)]+a.x[(—a.x).(u+G).a.x—a)] =0

La résolution nous donne les 02 autres contraintes principales:

c1=0 et Oy =-—-2.00.X
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) 1 1 0
Solution olop = —ax|* 1
0 0 (A+G)

Face OB

l3=0;m3=Oet n3=il

—a.X—0 —Qa.X 0
— X —a.X — 0 0 (l)
= m|=0
0 0 0.X—0O
A+ 6G) n
Pouro,; =0
—-a.x—0 —Q. X 0 I
—a.x —a.x-—0 0 ( 1 )
_ mq | = 0
0 0 -0
a+6) %" ™
—a.x.ly —ax.m; =0 dou [l;=-my
—a.j{.ll —a.x.my; =0 Orl2+m?+n2=1
_ o 1
(A+G).a.x.n1:0 dou n;=0 2.12=1 ;12=E
En remplagant on aura
LB
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) 1 1 0
Solution (lop = —.x. (1) (1) -
Face OB (

Pouro, = -2.a.x
—a.x — (RE —0.X 0
—a. X —a.x — (—2.0.x) 0 ( L2 )
-2 my; | =0
0 0 ox—(—2.a n
A+ 0 ax—(—2.a.x) 2
+a.x.l, —a.x.m, =0 dou [,=m,
—a.x.l; +a.x.m; =0
—  ax+2.0x).n=0 d'ol =0

((A+G)ax o X).N, ou n,

Orl5+mi+n3=1

1
2.b=1 ;=3
En remplagant on aura

)

V2 V2
lz='_"7 =i7et n2=0
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O, =—Q.y

SOlution o,=(p.g—-2.a)x+(a—p.g).y
A
R T e x =
iii) Calcul des forces sur la face AB ? 72T 2.3+ 6) 0+ 2y)
Ty = —Q.X; Ty =0T, =0
Face AB y=h  (Lm,n)=(0,1,0) > ) 4

Les conditions aHx limites serontd

LG, g m. Ty, + % 0 h )

Ax Q—m.ajb+n. y 0 A B
L7, + M Xy, + 06, vy
Soit: N

—a. X

(p.g—2.a)x+(a—p.g).h
0

<
Il

Yo

NI =< »<
Il

La face « AB » est chargée suivant « x » et suivant « y ».

On peut calculer les résultantes de ces forces pour avoir les forces
extérieures correspondantes
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g, =—a.y

Solution oy=(p.g—2.a).x+(a@a—p.g).y

A
g, = m (O'x + O'y)

Face AB Tyy = —Q.X; Ty, =0;T), =0
En prenant la somme de toutes les forces élémentaires, on O . X
aura:

e

h
Rx=J Xdx szf—a.xdx
0

F)h— h A" y )—(B
= Y dx Ry=f (p.g—2.a)x+(a—p.g).dx v
0 0

R =
Soit: K2
R, = —a.7
h?2
Ry = —p.g.T
R,=—0

C’est I’équivalent du chargement extérieure appliqué sur la face « AB »
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Merci. Fin dg I’Application




