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Introduction

Le but de cette application est de montrer les étapes
qui nous permettent de calculer un vecteur de
déplacements a partir du tenseur des déformations.

Il vous est demandé de suivre la procédure et de
comprendre la logique derriere I'approche de
résolution. En fin de compte ce ne sont que des
intégrations et des deérivées.
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Exemple

Le tenseur des déformations en un point quelconque M(x,y,z) d’une
structure est donné par:

0 0 «a
le]=10 0 O
a 0 O

Ou « a » est une constante quelconque non nulle

i) Calculer les déformations et directions principales de ce tenseur

i) Calculer le vecteur déplacement (u,v,w) en un point quelconque
M(x,y,z)
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Solution

Le tenseur considéré est un tenseur correspondant au glissement simple
dans le plan (x,z) de valeur («) 0 0 «a
le] = lo 0 O‘

i) Déformations et directions principales a 0 O

Il faut résoudre le systeme

[
(le] — . [I]). (m) =0

n
Solutions différentes de zéro si:

—€ 0 (4
det ([e]—€[I]) =0 —-& 0[|=0
o 0 -—¢

soit

(—&).[(—&).(—e) — 0]+ a. [0 — (—&).a] =0
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Solution

(—&).[(—&).(—e) - 0]+ a. |0 — (—&).a] =0
Soit

(&).[-£2+a?| =0
Les solutions seront alors

() =0
|- +a*|=0

soit
I £1=—a;£2=0; £3=+a

Glissement simple dans le plan (x,z)
Nous confirmons que pour un glissement simple, les déformations

principales sont égales et de signes opposés, comme pour le cisaillement
simple les contraintes principales sont égales et de signes opposés.
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Solution [€] = [0 0 0‘

Directions Principales 1 0 0
ol

Soit
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Solution
Directions Principales

Cas1:& = —a

[—(—)
0
a

—&
0
a

0
—(—a)
0

ali+an; =0
am; =0
ali+an; =0

Avec l{ +mi +nf=1

D’ou

V2

t i1 =+—
C 1 >

Avec l§ + 0 + I}

:1 -

1
lzz ) =

0 a [
—& 0 m|=0
0 —¢ n
a l4
0 mq =0
—(—a)/ [\
=l =-n
ﬁm1=0

_ .2
L=+

45° (x,z) négatif
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Solution

Directions Principales

Cas2:&,=0

D’ou

et

—& 0 a [
0 —¢ 0 m|=0
a 0 -—¢ n
(-0 0 a \]|/L
0 -0 0 m, | =0
\ a 0 —(0) | \ny
an, = 0 — ny, = 0
0=0
a.l, = =1,=0

Avec I5+m5 +n5 =1

Avec0+mi+0=1 = mi=1. =my=+1

lb=0 ; my=+1; n,=0 L’axe des « y »
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Solution

Directions Principales

Cas 3: &3 = +a

D’ou

et

—& 0 «a [
0O —¢ 0 m|=0
a 0 -—¢ n
[—(+a) 0 a \|/1;
0 —(+a) 0 m3 | =0
a 0 —(+a) /| \n3
—a.13+a.n3=0 =>13=+n3
—a.m3 =0 = m3 =0

al;—any; =0
Avecl5 +mi+ni=1

Avecl5+0+15=1 = 12=% =>~l3=-1_-\/7E
13=i‘/72 . mz=0 ;n3=ig 45° (x,z) positif
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0 0 a
Solution [s]=[0 0 o‘

Récapitulatif

Déformations Principales g1=—a ;& =0 &5 =+a
Directions Principales
_ V2 N V2
45° (x,z) négatift L =5 3 mM=0 ;ny=F—-
L’axe des « y » =0 ; mp==41; n;=0
45° (x,2) positif V2 vz
(X,2) p l3=i7 ; Mmg= 3n3=i7 45°
Z 4

et
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Solution [0 : a]

if) Calcul des déplacements

Pour passer maintenant des déformations aux déplacements, on utilise
les équations de compatibilité.

B Jdu | B ou . dv

X 7Gx ' Yoy = dy Ox
B dv | au ow
7\ dy ' Vaz =57 % 5x
ow av ow

“z =5z ; Yvz = 57 6y

Pour trouver les déplacements (u,v,w), il faut intégrer. Mais il faut que
les 06 équations soient vérifiées lors des intégrations.

On peut commencer le processus par n’importe quelle équation.
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Solution 6] = [3 g g]

Exemple:

e aw(x, y,Z) —0 (1)
0z

En intégrant on peut trouver une premiere forme de w(x,y,z). Soit
w(x,y,z) = wo(x,y) (2)

Ou w,(x,y) est une constante d’intégration en (x,y) puisqu’on a intégré
par rapport a « z ». ll faut déterminer (w,(x, y)).

On cherche les déformations ou on peut trouver w(x,y,z) ?
Cesonty,,ety,,

Soit:
1 o 1(6u+aW) 2ot (6u+E)W)_2
2V = %= 5\3z " ox M \az ax) "%
1 — 0= 1<6v+6W) 4 ot (6v+6W)_0
2Yy2= "7 3\58z " 9y o 8z 9y) T
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. 0 O
Solution [e] = [0 0 g‘
1 _1(au+aw) 2ot (6u+¢3W)_2 a 0 0

Zsz = a= ACTREES ou 3y ow) /4 a)
1 1/0v  Jw I~ dv = dw\
Pre=0=3(5+3)) dou (F+5)=0
Des équations (3) on peut tirer w(x,y,z) = wy(x,y)
ou ) ow _ ou > dw,
9z =% ox 3z =% Tox
dv ow v ow,
o e (4)
0z dy 0z ady
En intégrant ces 02 équations on aura
owy(x,
uxy,z)=2.0.2 — (:')(x y).z +up(x,y)
_ awe(xy) Bl
v(x,y,z) = — 2y Z+vo(x,y)

Ou uy(x,y) et vy(x,y) sont des constantes en

(x,y) puisqu’on a intégré par rapport a « z »
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dwy(x,y)

Solution ulx,y,z) = Z.a.z—T.z+u0(x,y)
_0wp(xy)
v(x,y,2z) =— 3 Z+vo(x,y)
Pour trouver u,y(x,y) et vo(x,y) on y
utilise les 03 déformations qui nous
restent &,; £, et y,,
Soit ;
u 0wy (x,y) duy(x,y)
=—=0 = — ; =0
& = x ( dx? B ox
v *wy(x, vy (x,
£y=_=0 — _< 0(2 y)).z+ o y)=0
dy dy dy

On a A.z+B = C.z+D d’ou par identification : A=C et B=D
Soit:

3*w, (x, duy(x,
_( o }’)>=O p— ol y)=0

0x? 0x (5)
*wy(x,y) dvy(x,y)
— =0 et + =0
dy?> dy
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Solution v

(62w0(x ,Y)

=)
(6 wo(x, y))

Soit GZWO(X, y) L
x>
duy(x,y)

Avant d’intégrer ces équations, on
regarde d’abord la derniéere
déformation qui nous reste , y,,

du av 3*w,(x,
Yxy=0= ( )=>—( o y)>.z+

ay dx dxdy

3|

6u0(x, y)
ax

6v0(x, y)

(5)

(6)

awO (x! y)

dx

dwy(x,y)
By Z+vo(x,y)

ulx,y,z) =2.a.z - Z+up(x,y)

v(x,y,z) =—

(7)

dvy(x,y)

duy(x,y) [0*
0x

Wqo X,
a}’

dxdy
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Solution
ou av) ) (asz(x, y)>_z+ duo(x,y) (OZWO(x, y))_z+ dvolx,y) _

Viy = 0= (E“LE = dxdy ay dxdy dx

. 3%wg (x, ouy(x, vy (x,
Soit > o(x,y) o . T80 y)+ oI _ o
dxady ay dx

Par identification

Ceci w,(x,y) ne dépend
(62W0 (x: y)) __—" pas du terme « x.y »

=0
dxady ®)
(auO(xl y) i avo(x, y)> -0

ay dx

On a toutes les équations, on peut intégrer les équations (6) et (8)
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Solution s
(6) au’()(x J’) _ O
ore é . 0x
La 1¢re équation de (6) nous donne (62Wo(x, y)) b
3*wo(x,y)  aw(x,y) 352
< dx? =0 d'ou ox =C; ;wolx,y) av(g;,)’) _
— Cl' X<+ CZ
azwo(x) y) i Owo(x, y)
et ( 3,7 =0 d'ou 2y =By ;wo(x,y)=Biy+B,

Par combinaison, on aura

wo(x,y) =C1.x+B1.y+ A

Les 02 autres équations de (6) nous donnent

duy(x,y)

=0 5ug(x,y) = ue(y)
avo(x, y)

ay =0 ;v()(xry) = vO(x)
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' d*wo(x, y)
Solution ® ( 5 > -0
En remplagant dans la 2¢me équation de (8) on aura (f’“oau', y) N dvoa(x,y)> T
y x

ou d
o), o) _
ay dx

Equation différentielle qui a pour solution une seule:

et
duy(y)
By =A; = uy(y)=A4,.y+A4,
v, (x
aox(' ) = _Al = 7Vy (X) = —A1.x+A3

Avec uy(y), wvo(x)et wy(x,y) on peut maintenant déterminer les
expressions finales des déplacements (équations (2) et (4’)
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owy(x,y)

Solution &) u(x,y,z)=2.a.z - T.z + up(x,y)
v(x,y,2z) = —M.z + vo(x,y)

En remplacant toutes les équations on dy

aura (2) w(x, Yy, Z) = WO(x» y)

Avec uy(y), vo(x)et wy(x,y) on peut up(y) = A1y + A,

maintenant déterminer les expressions finales vo(x) = —A4.x + A3

des déplacements (équations (2) et (4’) wole, y) = Ciak Bioy+ il

ulx,y,z)=-C.z+2.aa.z+A41.y+ A4,
v(x,y,z) = —B1.Z2—A1.x + A;
wx,y,z) =C;.x+By.y+ A

Les constantes 4,44, A,, A3, B4, et C;sont des constantes liées aux
déplacements. Elles seront déterminées par les conditions aux limites de
déplacements.

Il suffit de supposer des appuis pour pouvoir déterminer ces constantes.
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Merci. Fin dg I’Application




